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Fachschaft Mathematik Gymrasivm Essen Nord-Ost

Erganzung zum schulinternen Lehrplan — Dokumentation der Nutzung des GTR

Die Nutzung des GTR im zweiten Prifungsteil verkirzt den Rechenaufwand enorm. Dies er-
scheint manchmal befremdlich, man fragt sich vielleicht, wo die mathematischen Kompetenzen
des Pruflings liegen. Letztlich sind aber einerseits die Nutzung des GTR, andererseits das Erken-
nen der Losungsmoglichkeiten und Losungswege aber auch nachgewiesene mathematische
Kompetenzen. Das ,klassische Berechnen” (z. B. Gleichungen l6sen usw.) sind Kompetenzen,
die nur im ersten Prifungsteil ohne Hilfsmittel von Hand durchzufiihren sind.

Der Dokumentation im GTR-Teil kommt durch die hohen Nutzungsmoglichkeiten des GTR damit
aber eine grolRe Bedeutung zu.

Grundsatzlich gilt:

Losungswege mussen dokumentiert werden. Die Angabe von GTR-Befehlen ist KEINE Dokumen-
tation. Sie muss auch nicht erganzend angeben werden, dies ist nicht von den Priflingen zu
erwarten.

Die nachfolgend angefiihrten Dokumentationen sind vollauf korrekt, ausreichend und erfordern
die Vergabe der maximalen Punktzahl.

Es gilt stets: Eine rechnerische Losung (Operatoren ,Berechnen” bzw. ,rechnerisch Bestim-
men“) ist immer auch eine vollwertige Losung bei den Operatoren ,Ermitteln bzw. , Bestim-
men“ (andersherum gilt dies aber natiirlich nicht!).

,Berechnen” bzw. ,rechnerisch Bestimmen” erfordert immer die rechnerischen Ansatze bei
allen einzelnen Lésungsschritten, Argumentationen Uber die Anschauungen sind an keiner Stel-
le gestattet (so muss z.B. auch bei gesuchten y-Werten de rechnerische Ansatz f(...)=... notiert
sein und es kann nicht einfach ein Punkt angegeben werden) — damit darf (theoretisch) das
Graphik-Menu hierbei nicht verwendet werden.

»,Bestimmen” bzw. , Ermitteln” erfordert eine durchweg nachvollziehbare Dokumentation aller
Losungsschritte. Wenn das Graphikmeni genutzt wurde (nicht nur zuldssig, sondern ausdriick-
lich gewlinscht), so muss dies z.B. tber die Formulierung ,GTR liefert mittels graphischer Analy-
se” angezeigt werden.

Rundungen und exakte Losungen:

Bei den Operatoren ,rechnerisch bestimmen®, ,berechnen”, ... werden in der Regel keine exak-
ten Werte erwartet, wenn dies nicht anders aus der Aufgabenstellung hervorgeht.

Bei den Operatoren ,nachweisen” oder ,zeigen” werden dann exakte Werte erwartet, wenn
dies aus dem geforderten Nachweis hervorgeht.

Grundsatzlich gilt: Die im Unterricht etablierten Konventionen gelten: Die Lehrkraft entschei-

det, ob z.B. X = +/2 als Losungen von X2 =2 erwartet wird oder X =~ +1,41 ausreicht.
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Beispiel 1 - Analysis

f(x) Lo oxi s
10
a) OPERATOR die Nullstellen der Funktion. b) OPERATOR die Extrempunkte der Funktion.
c) OPERATOR die Wendepunkte der Funktion.
Beim Operator ,,ANGEBEN"

a) Nullstelle: x 19,49
b) lokaler Hochpunkt: H(15,62| 22263), lokaler Tiefpunkt: T(O,38 | 0,99)
c) Wendepunkte: W,(0]1) ; W,(0,26]0,99) ; W, (11,74|14074)

Operatoren ,ERMITTELN“ oder ,,BE- Operatoren ,,Berechnen” oder ,,rechnerisch
STIMMEN* Bestimmen*“
=0, GTR liefert als L6 : 1
a) | 1()=0, etert als Losung f(X)=0=-——x>+2x* —x*+1=0, GTR
X ~19,49 10
[Alternative: Durch Anschauung und Unter- | liefert als Losung: x ~19,49

suchung des Graphen ergibt sich X ~19,49]

b) Gesucht sind die lokalen Extrempunkte Gesucht sind die lokalen Extrempunkte von f.

von f. £ 1, 8y — 32
GTR liefert tiber eine graphische Analyse (X)__EX FOXT X
als lokalen Hochpunkt: H(15,62|22263) | f'(x) = —2x° + 24x? — 6x

GTR liefert Gber eine graphische Analyse | notw. Bed. f'(x) =0
als lokalen Tiefpunkt: T(O,38 | 0,99)

0= —%x“ +8x° —3x? mit GTR: X, ~ 0,38 und
X, ~15,62

hinr.Bed. f'(x)=0A f"(x) =0

£(0,38) ~1,08 50 > T

f''(15,62) ~ 1860 <0 > H

da f(0,38) ~ 0,99 folgt: T(0,38]0,99)

da f(15,62) ~ 22263 folgt: H(15,62|22263)

c) | Die Wendestellen von f entsprechen den | f''(x) = —6X% +48Xx—6

lokalen Extrempunkten von f‘. Fur f* gilt: notw. Bed. f"(x) =0
1 1 .

f(x) = > x* +8x° —3x*. GTR liefert 0=-2x%+24x* —6x mit GTR: X, =0 und

tiber eine graphische Analyse als lokale X, 0,26 und x, ~11,74

Extrempunkte und damit als Wende- hinr. Bed. f"(X)=0A f'"'(x) %0

punkte von f: W,(0|1) ; W,(0,26]0,99) ; £71(0) =—6 <0 > W

W, (11,74114074) £'(0,26) ~ 61 50 > W

f''(11,74) ~ —269 <0 > W

da f(0) =1 folgt: W,(0]1)

da f(0,26) ~ 0,99 folgt: W,(0,26|0,99)

da f(11,74) ~14074 folgt: W, (11,74 |14074)
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Beispiel 2 - Analysis

Die Funktion h(t) = 0,6t3—9t2+400 mit 0 <t <15 beschreibt die Flughdhe (in m) eines Ballons
in Abhangigkeit der Zeit t (in Minuten) im angegebenen Zeitintervall.
a) OPERATOR die Flughéhe nach 3 Minuten.

b) OPERATOR die minimale Flughéhe des Ballons.
c) OPERATOR den Zeitpunkt, an dem sich die Flughéhe am stérksten dndert.

Operatoren ,,ERMITTELN” oder ,,BESTIM-
MEN*“

Operatoren ,Berechnen” oder ,,rechne-
risch Bestimmen*“

a) | Gesucht h(3). GTR liefert iber eine graphi- | Gesucht h(3). GTR liefert h(3) =335,2.
sche Analyse P(3]335,2). Nach 3 Minuten fliegt der Ballon in einer
Nach 3 Minuten fliegt der Ballon in einer Hohe von ca. 335,2 Metern.

Hohe von ca. 335,2 Metern.

b) | Gesucht ist das globale Minimalstelle der Gesucht ist das globale Minimum der Funk-

Funktion. tion.
Der GTR gibt Gber eine graphische Analyse | Bestimmung der lokalen Extrempunkte:
als lokalen Tiefpunkt an T(10|100). Die Be- | p(t) =1,8t2—18t ; h"(t) = 3,6t —18
trachtung und Untersuchung des Graphen e
an den Randern zeigt, dass die lokale Ext- notw. Bed. h'(t) =0
remstelle auch die globale und damit ge- 0=18t2—-18t mit GTR: X, =0 und x, =10
suchte Stelle ist. hinr. Bed. h'(t) =0Ah"(t) 0
Damit erreicht der Ballon nach 10 Minuten h''(0) = —18 <0 > H. Nicht gesucht
seine geringste Flughdhe.
h"(10)=18 >0>T
Da fir die Randwerte gilt: h(0) =400 und
h(15) = 400 ist der lokale Tiefpunkt auch
der globale Tiefpunkt.
Damit erreicht der Ballon nach 10 Minuten
seine geringste Flughohe.
c) | Gesucht ist die Wendestelle der Funktion Gesucht ist die Wendestelle der Funktion.

und damit die Extremstelle von h".

Der GTR gibt Gber eine graphische Analyse
als lokalen Tiefpunkt von h* an: T(5]-45).
An dieser Stelle gilt also: h'(5) =—45.

Da fir die Randwerte gilt: h'(0) =0 und
h'(15) =135 gilt:
Nach 5min verringert sich die Flugh6he am

starksten und zwar mit -45m/min also -0,75
m/s.

Die starkste Zunahme liegt nach 15min vor,
namlich mit 135 m/min also 2,25 m/s.

h'(t) =1,8t2—18t und h''(t) = 3,6t —18 und
h''(t) =36

notw. Bed. h"'(t) =0

0 =3,6t —18 mit GTR: t=5.

hinr. Bed. h""(x) =0Ah"'(x) #0
h"'(5)=36 >0 > W

Bestimmung der Steigungen an der Wen-
destelle und an den Randern:

h'(5) =-45; h'(0) =0; h'(15) =135. Also
gilt: Nach 5min verringert sich die Flugh6he
am starksten und zwar mit -45m/min also -
0,75 m/s.

Die starkste Zunahme liegt nach 15min vor,
namlich mit 135 m/min also 2,25 m/s.
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Beispiel 3 - Analysis

OPERATOR Sie den Inhalt der Fldche zwischen x-Achse und dem Graphen der Funktion
f (X) = x2+1 im Intervall[13].

Operatoren ,,ERMITTELN” oder ,,BESTIM-
MEN*

Operatoren ,,Berechnen” oder ,rechne-
risch Bestimmen“

Da fin [1;3] nach graphischer Analyse keine
Nullstelle besitzt und die Flache oberhalb
der x-Achse liegt, gilt:.

: 32
A= |(x2+Ddx =2
'!(X +1)dx 3 [FE]

Da f(x) =0 keine Losung (in IR) besitzt
und f(1) =2 > 0 folgt:

2 1 32
A=|(x2+Ddx=|=x3 =—|[FE
‘!(X+)X [3x+x} 3[ ]

1

Alternative: ... folgt: F(x) = %X3+ X

A=j.(x2+1)dx =FQR)-F(@Q =3—32[FE]

Hinweis: In jedem Fall muss die Stamm-
funktion angegeben und der Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung ange-
wendet werden (eckige-
Klammerschreibweise oder Differenz).

Beispiel 4 - Analysis

Eine Schiilerin verwendet die auf IR definierte Funktion h mit der Funktionsgleichung

h(t) = —%t3+4—£t2+130 fir 0<t <35, um den Wasserstand in cm des Rheins an der Mess-

stelle in Bonn im Zeitraum vom 20.10.2016 0:00 Uhr bis 23.10.2016 12:00 Uhr zu modellieren.

OPERATOR Sie, wie lange der Wasserstand im betrachteten Zeitraum zwischen 140cm und
150cm lag.

Operatoren ,,ERMITTELN” oder ,,BESTIM-
MEN*“

Operatoren ,,.Berechnen” oder ,rechne-
risch Bestimmen“

Am Graphen lasst sich ablesen, dass im
betrachteten Bereich fiir ungefahr
0,98 <t <15 gilt: 140 < h(t) <150.

Damit lag der Wasserstand im betrachteten
Zeitraum insgesamt ca. 0,5 Stunden zwi-
schen 140cm und 150cm.

Alternative: Bestimmung der Stellen fir
h(x)=140 und h(x)=150, um dann unter
Verweis auf den Graphen das Intervall di-
rekt anzugeben.

Gesucht werden die Intervalle fiir
0<t<35 mit140<h(t) <150.

Fiir h(x)=140 liefert der GTR im gesuchten
Intervall: x=0,98

Fiir h(x)=150 liefert der GTR im gesuchten
Intervall: x=1,5.

Mit 0<t <35 und h(0)=130 sowie
h(1,2)=144 und h(2)=160 ergibt sich:

140 < h(t) <150 gilt ungefahr fur
0,98<t<15.

Damit lag der Wasserstand im betrachteten
Zeitraum insgesamt ca. 1,5-0,98=0,52
[Stunden] zwischen 140cm und 150cm.
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Beispiel 5 - Stochastik

Derzeit ist davon auszugehen, dass 20% aller neu zugelassenen Neuwagen weil$ sind.
a) OPERATOR die Wahrscheinlichkeit, dass unter 100 zuféllig untersuchten Neuwagen
I.  genau 11 weifse Neuwagen sind.
Il.  mindestens 30 weifse Neuwagen sind.
lll.  hdéchstens 15 weifse Neuwagen sind.

IV.  mebhr als 20 weifse Neuwagen sind.

V.  weniger als 90 nicht weifse Neuwagen sind.

VI.  mindestens 17, aber hichstens 20 weifse Neuwagen sind.
VIl.  mehr als 30, aber maximal 40 weifse Neuwagen sind.

b) OPERATOR die Mindestanzahl an Neuwagen, die zufdllig ausgewdhlt werden miissen, damit
die Wahrscheinlichkeit, dass darunter mindestens ein weifSes Auto ist, mindestens 0,99 betrdigt.

Operatoren ,ERMITTELN“ oder
»BESTIMMEN*

Operatoren ,,Berechnen” oder ,,rechnerisch Bestim-
men"“

vgl. ,Berechnen”, ,rechnerisch
Bestimmen”

| P(X =11)= Bpd (11,100;0,2) ~ 0,013

Il P(X >30)= Bcd (30;100;100;0,2) ~ 0,0112

i P(X <15)= Bed (15,100;0,2) ~ 0,1285

Iv P(X >20)=P(X > 21)= Bed (21,100,100;0,2) ~ 0,4405
v p=1-0,2=0,8: P(X < 90)= Bed (90;100;0,8) ~ 0,9977

VI P(17 < X < 20) = Bed (17;20;100;0,2) ~ 0,3671

Vil
P(30 < X <40)=P(31< X <40)= Bed (31,40;100;0,2) ~ 0,0066

Hinweis: Bpd(...) etc. wird hier nichts als GTR-Eingabe-
Befehle verstanden, sondern als Dokumentation, wel-
cher Werte fir k,n und p eingesetzt werden.
Alternative: Es wird auf Bpd(...) etc. verzichtet, dafiir
aber zuvor notiert, welche Werte fiir k, n und p einge-
setzt werden. P(X...) muss in jedem Fall aber notiert
werden.

b)

vgl. ,Berechnen”, ,rechnerisch
Bestimmen”

Auch moglich tUber das Gra-
phikmend:

Ansatz:

P(X >1)> 0,99 < Bed (L x; x;0,2) > 0,99
GTR liefert mittels graphischer
Analyse, dass ab x=21 der Wert
von 0,99 Uberschritten wird.

Damit gilt: Es miissen mindes-
tens 21 Neuwagen ausgewahlt
werden.

Ansatz: P(X >1)> 0,99 < Bed (1; x; x;0,2) > 0,99

Der GTR liefert mittels der Tabellenfunktion:

Fiir x=20: P(X >1)~0,9884

Fiir x=21: P(X >1)~0,9907

Damit gilt: Es missen mindestens 21 Neuwagen ausge-
wahlt werden.
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Beispiel 6 — Analytische Geometrie (Vektorrechnung)

—-20 6 0 8
Gegeben seien die Geraden gund hmit: g:X=|—-28 [+t 8 |und h:X=|32|+5s| -6 |.
0 1 8 0

OPERATOR die Lagebeziehung von g und h zueinander.

Da die beiden Richtungsvektoren der Flugbahnen linear unabhangig sind, missen g und h auf
einen gemeinsamen Schnittpunkt hin untersucht werden. LGS:

Operatoren ,ERMITTELN” oder ,,BESTIM-
MEN*“

Operatoren ,Berechnen” oder ,,rechne-
risch Bestimmen*“

Da die beiden Richtungsvektoren offen-
kundig linear unabhangig sind, missen g
und h auf einen gemeinsamen Schnittpunkt
hin untersucht werden:

Fir g=h liefert der GTR fiir das zugehdrige
LGS keine Losung.

Damit sind die Geraden g und h windschief
zueinander.

Prifen der Richtungsvektoren auf lineare

6 8
Abhéangigkeit: t-| 8 |=| —6 | ist nicht |6s-
1 0

bar.
Rechnerische Untersuchung auf einen
Schnittpunkt:

—20+6t=8s 6t —8s =20
g=h< -28+8t=32-6s < 8t +6s =60
t=8 t=8

Der GTR liefert fir dieses LGS keine Losung.
Damit sind die Geraden g und h windschief
zueinander.

Beispiel 7 — Stochastische Prozesse
Drei Kaffeerostereien konkurrieren mit ihren Kaffeesorten A, B und C um die Gunst der Kiu-

fer/innen, wobei das monatliche Wechselverhalten dieser durch die Matrix M mit

08 01 01
M=| 0 08 0,2] beschrieben wird.Zu Beginn der Untersuchung wurde Sorte A von
02 01 0,7

150.000, Sorte B von 300.000 und Sorte C von 450.000 Personen gekauft.

a) OPERATOR die Verteilung nach einem Monat bzw. nach sechs Monaten.

b) OPERATOR die Verteilung des Vormonats, wenn in einem Monat 248550 Personen Sorte A,
338100 Personen Sorte B und 313350 Sorte C gekauft haben.

c) OPERATOR diejenige Verteilung, die stabil bleibt.
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Operatoren ,,ERMITTELN” oder ,,BE-
STIMMEN*

Operatoren ,,Berechnen” oder ,rechnerisch
Bestimmen”

a) 150000 195000 150000 195000
v, =M -v, =M -| 300000 | =| 330000 v, =M -v, =M -| 300000 | =| 330000
450000 375000 450000 375000
Nach einem Monat betragt die Vertei- 28235265 282353
|3U3n0g0:01(?i000 Persc;nen I;aufedn357o;(t)g§, \76 —M* \70’ =| 3212979 |~| 321298
ersonen Sorte B un 29634945 | | 296349
Sorte C.
282352 65 2g82353) | Alternativ: Statt einen gerundeten Vektor anzu-
— 6 N geben, ware auch ein Antwortsatz mit den ge-
Vo =M7-Vo =| 321297.9 |~ 321298 rundeten Werten mdglich (eine Rundung muss
296349,45 296349 zwingend erfolgen!).
Nach drei Monaten ist die Verteilung
ca.: 282353 Personen kaufen Sorte A,
321298 Personen Sorte B und 296349
Sorte C.
b) 248550 226500 248550 226500
v, =M™.| 338100 | = | 339000 vj =M ™| 338100 | =| 339000
313350 334500 313350 334500
Die Verteilung des Vormonats betrug:
226500 Personen kauften Sorte A,
339000 Personen Sorte B und 334500
Sorte C.
c) 300000 X X . .
. g — 9 — Ansatz: \, |\ |=| y |- GTR liefert fur:
Es gilt: M.y, =M .y, =| 300000 y
300000 2\

Die Verteilung, die dauerhaft stabil
bleibt, ist in diesem Fall dann erreicht,
wenn jede Sorte von 300000 Personen
gekauft wird.

08x+01y+01z =x
08y+02z=y

-0,2x+01y+01z=0
-0,2y+0,22=0
0,2x+01y+0,7z=1z 0,2x+0,1ly-0,3z=0
X+ Yy+z=900000 X+ Yy+z=900000
die Losungen: x=300000, y=300000, z=300000
Die stabile Verteilung lautet daher: - Fggggg}

300000




